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Résumé 


Dans un travail précédent [3], le premier auteur a 
prouvé l'existence d’une fonction minorant toutes les 
fonctions admissibles à sup nul sur des variétés 
algébriques toriques. Les fonctions considérées sont 
invariantes par un groupe d’automorphismes obtenu 
à partir de celui de Pm(C). On montre un résultat 
analogue sur la Grassmannienne G24C en 
considérant un groupe d’automorphismes adéquat, 
donnant par la même occasion une méthode pour 
calculer la constante de Tian [8] (voir aussi [1]) 
relative à cette classe de fonctions, dans un cas non 


torique. 


Introduction 


Soit (G24C, g), la Grassmannienne complexe des deux plans de C4 munie la 
métrique g, déduite de celle de Fubini-Study sur P;C, et appartenant à la 
première classe de Chern, c1(G2,4C). 

On repère les points de G24C, par une matrice de M4 2(C) : 


20 Zo 
z zi 
z2 2 
23 25 


où les deux vecteurs colonnes sont indépendants. Les ouverts de cartes U; ;, 
O<i< j<3 s’obtiennent en considérant le mineur d’ordre 2 relatif aux lignes 
i,j à déterminant non nul. Par exemple, dans U6 1, un point de la grassman- 
nienne s'écrit : 


1 0 
0 1 
21 22 i 
Z3 Z4 


et la métrique g a pour composantes dans cette carte : 


gan = 4ôðaa ln(1+ | z1 |? + | 22 |? + | 23 |? + | 24 |? + | 2124 — z223 |°) 


où la constante 4 assure que la métrique est bien dans le cı (voir [6]), et 
0, 
Oxn En CENTER ° 
On dit qu’une fonction yp € C'°(G24C) est g-admissible, si gaz + Op est 
définie positive (elle définit donc une nouvelle métrique). 


Enveloppe inférieure des fonctions 
K plurisousharmoniques dans Go 4C 


Soit maintenant la fonction Ÿ, définie dans Uo 1 N U2,3 par : 


Zo Zo 
5 z À | In | z021 — 2424 |4| z224 — 28 | 
f on . 
Z2 29 D ocicjes | Ziž; — 2įžj DE 
23 25 


Cette fonction, de huit variables complexes, est indépendante du choix du 
représentant du plan de C*, elle définit par conséquent une fonction sur Go 4C 
privé des bords des cartes U 1 et U2,3 (où la fonction n’est pas définie). 

Son expression dans la carte Uo, est : 


Ÿ 21 22 = In | 2124 — 22273 k 
Z3 ž4 (1+ | z1 |? + | z2 |? + | z3 |? + | 24 |? + | 2124 — z2z3 3 


On pose Ÿ = Ÿ — sup Ÿ = Ÿ + 41n 4. Y% est négative et admet un sup nul en le 


point de la carte Uo 1 (voir proposition 1). 


1 0 
0 1 
Enfin, considérons le groupe G, engendré par les automorphismes ġy 


Fe a b 
et P de G24C, définis, pour U = ( ed ) € U(C), par : 
zo 20 azo +bzı azo + bzi 
j zı 21 | _ | c&o+dzı cz + dzi 
U| z 2% 22 25 
23 2 23 2 
et 
zo 20 z2 2 
F $ 
P Zi Zi n Z3 23 
z2 2 zo Zo 
23 25 zo zi 


L’invariance d’une fonction f par P se traduit dans l'intersection des cartes 
Uoi N U23 par le fait que f(M) = f(M!) pour tout M € GL(2,C). 

On vérifie aisément que ces applications sont intrinsèques et laissent invari- 
ante la métrique g. G est par conséquent un groupe d’isométries de G24C, au 
sens de la métrique g. On vérifie aussi que la fonction %, définie plus haut est 
G-invariante. 

Dans cet article on montre que les fonctions y € C% (G2,4C), g-admissibles, 


1 0 
; ; g ; 0 1 ÿ 
invariantes par G, vérifianté supa, cV = 4 1 0 = 0, sont minorées 
0 1 


par la fonction 4 (que l’on appellera désormais ” fonction extrémale”), fonction 
tendant vers moins linfini sur le bord des cartes de G2,4C décrites plus haut. 

Une minoration similaire a été prouvée sur le projectif complexe [3] ainsi 
que sur des variétés obtenues à partir de ce dernier par éclatements [4] (et [2]) 
et par fibration [5], minoration qui fournit une inégalité de type Tian [8] sur 
ces variétés toriques, et permet d'établir des minorations de leurs tenseurs de 
Ricci. 
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Le présent article traite d’un exemple non-torique, utilisant une méthode, 
autre que celle préconisée dans [6], y adjoignant un groupe d’automorphismes, 
ce qui permet de trouver une constante de Tian plus grande que celle calculée 
dans [6]. Notons aussi, qu’à notre connaissance, le travail unique en son genre 
de J. Grivaux [6] est le seul connu dans le cas non-torique. Enonçons à présent 
les principaux résultats de cet article. 


Résultats obtenus sur G24C 


Théorème 1. Soit y € C'°(G24C) une fonction g-admissible et G-invariante, 


1 0 
Le 0 1 > 
vérifiant SUPGaCP =P| 1 0 = 0. Alors on a: 6 > y. 
0 1 


Un corollaire de ce théorème est le: 
Théorème 2. . Pour tout à < 1/2, on a l'inégalité de type Tian-Hôrmander 
suivante (voir [8] et [7]): 


1 exp(—ay)dv < Cst, 
G2,4C 


pour toute fonction ọ vérifiant les hypothèses du théorème 1. 
dv est lélément de volume sur G24C relatif à la métrique g. 


1 Preuve des Théorèmes 1. 


Tous les calculs qui vont suivre s'effectuent dans l'intersection des cartes 
Uo, et U23. L'écriture des fonctions dans l’une des deux cartes sont donc 


des fonctions d’une matrice de M2(C) inversible, (M) = & ( 1 s À En 
3 24 
écriture locale, l’invariance de y par G se traduit de la manière suivante : 
(M) = (M!) et (MU) = y(M), YM € GL(2,C), VU € U2(C). 


En effet, si y est G-invariante, on a : 

oM) = ( Ha Ca a }=e( ne ) = 0), 
et 

en =¢( A (aee "a Je mieu =E: 
2 Preuve du Théorème 1. 


2.1 Réduction de l’étude aux matrices diagonales réelles. 


Les invariances par G nous permettent de réduire l’étude aux seules matrices 
diagonales réelles : 


Lemme 1. Soit y une fonction invariante par G. Alors, pour tout M € 
GL(2,C) ona: 


où D est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs pro- 
pres de la matrice hermitienne H donnée par la décomposition polaire M = HU 
de M en produit d’une matrice unitaire U par d’une matrice hermitienne définie 
positive H. 


Preuve. 
Soit M € GL(2,C). On a M = HU, où U € U2(C) et H hermitienne. Par 
conséquent, sachant que est G-invariante, on a @(M) = (H). D'autre part, 
H étant hermitienne, ses valeurs propres sont réelles (ici non nulles car M est 
inversible), on a donc : H = P-!DP où P € U3(C) et D est une matrice 
diagonale réelle. Or, et encore par G-invariance de w, l'égalité &(MU) = (M) 
pour U € U2(C) donne aussi y(UM) = (M). En effet, 


(UM) = E((M UT) 1) = EM UT) = e(M 1) = p(M). 


Par conséquent, la multiplication, aussi bien à droite qu’à gauche, par une ma- 
trice unitaire laisse invariant la fonction . 
On a donc : 


e(M) = (H) = (PDP) = (D). 


Proposition 1. # est G-invariante et atteint son sup sur G24C, égal à zéro, 


en tout point de U2(C) (ce qui revient à dire que Ÿ atteint son sup, égal à 
—4ln(4), sur U2(C)). Y et y vérifient : 


Oxnb = ða) = —ÿxg- 


Preuve. L E 
Les fonctions Ÿ et + sont clairement G-invariantes et on a : yay = baay = 
a(n o 
Qi; car —5zôz “Y 
Montrons que sup 4 est atteint sur U2(C). Par les propriétés de G-invariance 
` 4 0 
de Y = (M), on se ramène au cas où M = ( z T ) avec æ1 > 0 et x2 > 0. 
2 
Il s’agit donc de chercher les extrema de 


P T1T2 
1+ x? +22 + (1x2)? 


F(M) 


On a f(1,1) = 1 et Vas > 0,Vxo > 0, f(x1, £2) < L, En effet, cette dernière 
inégalité est équivalente à 


Atixo < 1 +x? + x2 + (x1x2)?, 


ou encore à 


0O<1+(x r2) 21T + (x172)° = (xı r2) H (£12 1); 


d’où la conclusion. 


Lemme 2. Soit À Æ 1 un réel strictement positif et soit y une fonction vérifiant 
les hypothèses du théorème 1. Alors : 


et 


(écriture dans la carte Uo 1). 


Preuve. 
Procédons par l’absurde en supposant qu'il existe À > 0, À Æ 1 tel que : 


0 
0 1 ): 
Soit l’ensemble défini pour À > 1 par : 


m= UEU (a ner 


te[-1,1] 0e[-0,27] 


(même preuve pour 


D, est, par construction homéomorphe à la couronne 
1 
{z € C tel que + <| z |< A} CC, 


(pour À < 1, on définit D; de la même manière, en inversant les inégalités: 
A <| z |< 4). 
D’autre part, la fonction (4 — 4) est constante sur chaque cercle : 


1 0 
C= U ( 0 Atei? } 


En effet, 


1 0 1 0 1 0 1 0 
(a ya Jalo ae m)«(s u ) EO). 


Par conséquent, en utilisant le fait que y — 4 est G-invariante, on a : 


e-a a w )= ns w) Ca œ prea à). 


Sachant que y — 4 est G-invariante, elle l’est en particulier par l'inversion des 
matrices (expression dans Uo 1 U U2, de linvariance des automorphismes P 
décrits plus haut). La fonction y — 4 prend donc la même valeur sur C, que 
sur C_4. Elle est donc négative sur le bord C—ı U Ci de la couronne précitée 
et identiquement nulle sur le cercle Co (les fonctions ọ et # sont nulles sur le 
cercle Co correspondant à l'orbite de la matrice identité). Elle atteint donc son 
sup à l’intérieur de la couronne que l’on paramétrisera, dans la carte Uo 1, par 
la courbe holomorphe : 


e(z) = (c (z) = 1, (2) = 0, (z) = 0, (2) = 2) 
En un point 2 intérieur à la couronne où le sup est atteint, on a : 


PP), e-t 
0207 : 0:07 


ce qui contredit l’hypothèse d'admissibilité de (. 


Lemme 3. Soient À et À2 deux réels strictement positifs et différents de 1, et 
soit y une fonction vérifiant les hypothèses du théorème 1. Alors on a : 


(écriture dans la carte Uo 1). 


Preuve. Comme dans le lemme 2, on raisonnera par l’absurde en sup- 
posant qu’il existe À > 0 et À2 > 0 tous deux différents de 1 (cas traités par 
le lemme précédent), tels que 


Remarquons que l’invariance de (p — y) par G implique, en particulier : 


e-a( T D )=6-0( NS Lie): 
ef ye-a O ji). 


Considérons la courbe : 
t 0 
SO ER CN 


définie sur [M , +] (on peut supposer, quitte à inverser les rôles de À et eh que 


et 


A < 1. La courbe c(t) passe, respectivement en t = À,t—=1ett 


à 0 1 0 A 0 : i 
points ( 0 » ) ( 0 1 ) et ( 0 az! , où Y — Y est respectivement 


strictement négative, nulle, puis à nouveau strictement négative. 
Sachant que 4 — % est G-invariante, on a : 


1 f 
x Par les 


(p -yt = (p-4v) 


= (p—v%)(c2)), 


définie dans la couronne : {Ai < |z| < T] de C. (p — #)(c(z)) admet donc un 
maximun local à l’intérieur de la couronne décrite ci-dessus (plus précisément, 
en les points z tels que |z| = 1). Sa Hessienne est donc négative en ces points, 
ce qui permet d'écrire, comme dans le lemme précédent : 


Ple -AD y) dev) 
BCE o arz 


Ceci contredit l’admissibilité de . 


Preuve du Théorème 1. Soit y une fonction vérifiant les hypothèses du 
théorème 1. D’après les lemmes 2 et 3, y > d en tout point M de la carte 
Uo,ı vérifiant det M # 0. En effet, comme nous l’avons précisé plus haut en 
utilisant les invariances de y et % (c.f lemmel), l'étude se ramène aux seules 
matrices diagonales réelles. Il reste donc à considérer les points M € Uo 1 tels 
que det M = 0. Or en ces points la fonction y = —, donc inférieure à g. 


Preuve du Théorème 2. D’après le théorème précédent on a : 
J e dv < 1 ed 
G2,aC G2,aC 
Si |g| désigne le déterminant de la métrique, 
log(1 + |z1|? + |29/° + [23/7 + [24/7 + [z124 — 2223/°)*|9l 
est alors une quantité intrinsèque. En effet, ceci est dû au fait que 
gxr = dxplog(1 + [z1]? + [20/7 + |23/7 + [z4]? + 2124 — 2228[2)4. 
Il existe donc deux constantes C1 et Ch telles que : 


Ci < log(1 + al? + |z21? + |z3|? + 1242 + 12134 — 2223[?)|g| < C2. 


La convergence de la dernière intégrale est donc équivalente à la convergence 
de: 


J e72% dzı À dZ A dz À d22 À dz3 A dZ3 À dz4 ^ dZ4 
ci log(1 + 1211? +12? + |z3|? + 124/? + 12124 — 22232) 


et compte tenu des invariances par G des fonctions considérées, cela revient à 
étudier la convergence de : 


(uv) 2 dudv 


+00 +00 
f I (1 +u +v + uv)t-a) 


qui a lieu dès que a < 1/2. 
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